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　　航空发动机尾锥、密封等部件流场的求解模
型常简化为台阶流求解模型［１－２］．台阶流模型是典
型的计算流体力学求解模型，目前常用求解该模

型的数值方法主要有有限差分法、有限体积法、有
限元法等．以上方法都是建立在网格化基础上．
近年来，无网格方法在计算流体力学领域得
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到广泛关注．当遇到网格划分困难、网格突变、网
格移动等问题时，无网格方法具有一定的优势［３－４］．
微分求积（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ，ＤＱ）法［５－６］

是典型的配点型无网格方法．其基本思想是将函
数对某一变量的偏导数用此变量方向上离散点处

的函数值加权来逼近．ＤＱ 方法已在结构力
学［７－９］、流体力学［１０－１１］、热传导［１２］等许多领域得到
应用．Ｓｈｕ等分别提出了基于Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式、
傅里叶级数及径向基函数的ＤＱ方法［１３－１５］．文献
［１０］将ＳＩＭＰＬＥ（ｓｅｍｉ－ｉｍｐｌｉｃｉｔ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｐｒｅｓ－
ｓｕｒｅ　ｌｉｎｋｅｄ　ｅｑｕａｔｉｏｎ）算法与ＤＱ方法相结合，对

Ｎａｖｉｅｒ－Ｓｔｏｋｅｓ（Ｎ－Ｓ）方程进行了数值求解．文献
［１１－１２］提出了具有迎风机制的局部ＤＱ方法，对
二维渐缩管道内流场进行了数值求解．研究表明：

ＤＱ方法等价于高阶有限差分法，可以用较少节
点获得较高的精度［１６］．
本文将ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方法引入到台阶流流

场求解模型，建立了基于局部迎风ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ
方法的复杂台阶流流场求解模型．在传统方法基
础上，提出了本质和自然边界条件的改进处理方
法．分析了支持域、边界条件处理方法、迎风机制
等因素对求解精度的影响．

１　局部迎风ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方法

１．１　ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方法

记函数ｆ对Ｘ 的一阶导数为ｆＸ，对Ｘ 的２
阶导数为ｆＸＸ，则在点（ｉ，ｊ）处有

ｆＸ（ｉ，ｊ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）ｆ（ｋ，ｊ） （１ａ）

ｆＸＸ（ｉ，ｊ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｗ２Ｘ（ｉ，ｋ）ｆ（ｋ，ｊ） （１ｂ）

式中Ｎ 是Ｘ 方向所有节点的个数，ｗ１Ｘ，ｗ２Ｘ 分别
表示节点在Ｘ 方向１阶和２阶导数的权系数．
本文以 Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式为基函数来确定

ＤＱ方法的权系数．给定Ｎ 个离散点处的函数值

ｆ（Ｘｋ），函数ｆ（Ｘ）可以表示为

ｆ（Ｘ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｌｋ（Ｘ）ｆ（Ｘｋ） （２）

其中

ｌｋ（Ｘ）＝ ∏
Ｎ

ｉ＝１，ｉ≠ｋ

Ｘ－Ｘｉ
Ｘｋ－Ｘｉ

（３）

　　由式（２）对Ｘ求１阶导数，得到

ｆ′（Ｘ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｌ′ｋ（Ｘ）ｆｋ （４）

从而有

ｆ′ｉ ＝ｆ′（Ｘｉ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｌ′ｋ（Ｘｉ）ｆｋ

（ｉ，ｋ＝１，２…，Ｎ） （５）

　　比较式（５）与式（１）可知

ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）＝ｌ′ｋ（Ｘｉ）＝

∏（Ｘｉ）
（Ｘｉ－Ｘｋ）∏ Ｘｋ

，　ｉ≠ｋ

－ ∑
Ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ
ｗ１
Ｘ（ｉ，ｋ），　ｉ＝

烅

烄

烆 ｋ

（６ａ）

　　同理，权系数的２阶导数为

ｗ２Ｘ（ｉ，ｋ）＝ｌ″ｋ（Ｘｉ）＝∑
Ｎ

ｖ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｖ）ｗ１Ｘ（ｖ，ｋ）

（ｉ，ｋ＝１，２…，Ｎ） （６ｂ）
其中

∏（Ｘｉ）＝∏
Ｎ

ｖ＝１，ｖ≠ｉ
（Ｘｉ－Ｘｖ）

∏（Ｘｋ）＝∏
Ｎ

ｖ＝１，ｖ≠ｋ
（Ｘｋ－Ｘｖ）

式中ｗ１Ｙ，ｗ２Ｙ 可同样由式（６）求得．

１．２　局部迎风ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方法

传统ＤＱ方法将节点偏导数用Ｘ 或Ｙ 方向
上所有节点函数值加权来逼近．这种方法不仅不
适用于不规则区域求解，而且当节点数较多时，由
于插值阶数的增加，Ｌａｇｒａｎｇｅ插值易出现振荡现
象．局部ＤＱ方法采用局部区域内节点函数值加
权逼近某节点的偏导数，即

ｆＸ（ｉ，ｊ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）ｆ（Ｘｋ，Ｙｊ） （７）

式中ｎ为局部支持域内加权节点的个数．
当雷诺数较大时，由于对流现象容易出现数

值解的振荡．为此，可在此基础上进一步引入迎风
机制，即

Ｘｉ－ａｌｄ≤Ｘｋ ≤Ｘｉ＋ａｒｄ （８）

其中ａｌ，ａｒ分别是计算节点上游和下游支持域大
小系数，ａｌ＞ａｒ，ｄ为节点平均间距．具有迎风机
制的局部支持域模型如图１所示．

图１　具有迎风机制的局部支持域模型

Ｆｉｇ．１　Ｌｏｃａｌ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｄｏｍａｉｎ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ

ｕｐｗｉｎｄ　ｓｃｈｅｍｅ

８９９１
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２　复杂台阶流求解模型

在大量数值计算的基础上，本文建立了复杂
台阶流模型．模型台阶无量纲化后的高度为０．６，
宽度为０．５，腔室宽度为１．５．建模时采用均匀节
点布置．对不同节点密度计算分析后，取边界节点
个数为２５７，内部节点个数为８００，如图２所示．

图２　台阶流模型

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｅｐ　ｆｌｏｗ　ｍｏｄｅｌ

２．１　ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ求解模型的建立

二维不可压缩黏性Ｎ－Ｓ方程的无量纲形式为

ｕ＊

Ｘ＊ ＋
ｖ＊

Ｙ＊ ＝０

ｕ＊ ｕ
＊

Ｘ＊ ＋ｖ＊
ｕ＊

Ｙ＊ ＝

－ｐ
＊

Ｘ＊ ＋
１
Ｒｅ
２　ｕ＊

Ｘ＊２＋
２　ｕ＊

Ｙ＊（ ）２
ｕ＊ ｖ

＊

Ｘ＊ ＋ｖ＊
ｖ＊

Ｙ＊ ＝

－ｐ
＊

Ｙ＊ ＋
１
Ｒｅ

２ｖ＊

Ｘ＊２＋
２ｖ＊

Ｙ＊（ ）

烅

烄

烆 ２

（９）

其中

Ｘ＊ ＝Ｘ／Ｈ，Ｙ＊ ＝Ｙ／Ｈ，ｕ＊ ＝ｕ／ｕ０，

ｖ＊ ＝ｖ／ｕ０，ｐ＊ ＝ｐ／ρｕ
２
０，Ｒｅ＝ρｕ０Ｈ／μ

μ为动力黏度，Ｈ，ｕ０分别为特征长度和特征速度．
对于模型内部节点（ｉ，ｊ），应用局部ＤＱ方法

对方程（９）进行变换，得

∑
ｎ

ｋ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）ｕ（ｉ，ｋ）＋∑

ｍ

ｌ＝１
ｗ１ｙ（ｌ，ｊ）ｖ（ｌ．ｊ）＝０

ｕｉ，ｊ∑
ｎ

ｋ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）ｕ（ｉ，ｋ）＋ｖｉ，ｊ∑

ｍ

ｌ＝１
ｗ１Ｙ（ｌ，ｊ）ｕ（ｌ，ｊ）＋∑

ｎ

ｋ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）ｐ（ｉ，ｋ）·

１
Ｒｅ ∑

ｎ

ｋ＝１
ｗ２Ｘ（ｉ，ｋ）ｕ（ｉ，ｋ）＋∑

ｍ

ｌ＝１
ｗ２Ｙ（ｌ，ｊ）ｕ（ｌ，ｊ［ ］）＝０

ｕｉ，ｊ∑
ｎ

ｋ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）ｖ（ｉ，ｋ）＋ｖｉ，ｊ∑

ｍ

ｌ＝１
ｗ１Ｙ（ｌ，ｊ）ｖ（ｌ，ｊ）＋∑

ｍ

ｌ＝１
ｗ１Ｙ（ｌ，ｊ）ｐ（ｌ，ｊ）·

　 １Ｒｅ ∑
ｎ

ｋ＝１
ｗ２Ｘ（ｉ，ｋ）ｖ（ｉ，ｋ）＋∑

ｍ

ｌ＝１
ｗ２Ｙ（ｌ，ｊ）ｖ（ｌ，ｊ［ ］）＝

烅

烄

烆
０

（１０）

　　这是一组非线性方程组，可采用Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－
Ｍａｒｑｕａｒｄｔ（Ｌ－Ｍ）方法来迭代求解．Ｌ－Ｍ 算法是
对高斯牛顿法的改进，在方程病态和奇异时比较
有效．

２．２　边界条件

边界条件对计算结果准确性及求解稳定性影

响较大．本文采用的边界条件如下：

１）进口

ｕ＊ ＝１，ｖ＊ ＝０，ｐ＊ ＝０
ｕ＊

Ｘ＊ ＋
ｖ＊

Ｙ＊ ＝０

　　２）水平壁面

ｕ＊ ＝０，ｖ＊ ＝０，ｖ
＊

Ｙ＊ ＝０

ｐ＊

Ｙ＊ ＝
１
Ｒｅ
２ｖ＊

Ｙ＊２
，ｕ

＊

Ｘ＊ ＋
ｖ＊

Ｙ＊ ＝０

　　竖直壁面

ｕ＊ ＝０，ｖ＊ ＝０，ｕ
＊

Ｘ＊ ＝０

ｐ＊

Ｘ＊ ＝
１
Ｒｅ
２　ｕ＊

Ｘ＊２
，ｕ

＊

Ｘ＊ ＋
ｖ＊

Ｙ＊ ＝０．

　　３）出口

ｕ＊

Ｘ＊ ＝０，
ｖ＊

Ｘ＊ ＝０，
ｐ＊

Ｘ＊ ＝０，

ｕ＊

Ｘ＊ ＋
ｖ＊

Ｙ＊ ＝０．

２．３　边界条件的处理方法

传统ＤＱ模型本质边界条件和自然边界条件
处理方法相同，即将其作为控制方程中的一组约
束方程，通过迭代求解使约束方程误差最小．计算
表明：这种处理方法不仅边界条件无法准确满足，
而且边界条件的误差会直接影响区域内点的计算

９９９１
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精度．为提高求解精度，本文分别提出如下处
理方法．

２．３．１　本质边界条件

将本质边界节点和内部节点分开，即

Ｕ ＝ ｛ｕ１，ｕ２，…，ｕＮｂ－１，ｕＮｂ，

ｕＮｂ＋１，…，ｕＮｂ＋Ｎｉ－１，ｕＮｂ＋Ｎｉ｝

Ｖ ＝ ｛ｖ１，ｖ２，…，ｖＮｂ－１，ｖＮｂ，

ｖＮｂ＋１，…，ｖＮｂ＋Ｎｉ－１，ｖＮｂ＋Ｎｉ｝

Ｐ＝ ｛ｐ１，ｐ２，…，ｐＮｂ－１，ｐＮｂ，

ｐＮｂ＋１，…，ｐＮｂ＋Ｎｉ－１，ｐＮｂ＋Ｎｉ

烅

烄

烆 ｝

（１１）

其中｛ｕ１，ｕ２，…，ｕＮｂ｝，｛ｖ１，ｖ２，…，ｖＮｂ｝为固壁节
点速度，满足无滑移边界条件．｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｉｎｌｅｔ｝
为进口压力，上述量均已知．因此迭代时，求解未
知量可以仅设为内部各点变量，本质边界条件不
再参与迭代．这样处理后，边界条件可以得到精确
满足．

２．３．２　自然边界条件

计算表明，传统配点型方法在处理自然边界
条件时求解精度较差，而自然边界条件处理方法
对求解结果影响较大．为了避免直接应用导数边界
条件，本文采用有限差分法来处理自然边界条件．
以水平固壁为例，如图３所示，压力ｐ满足

ｐ＊ｉ
Ｙ＊

ｉ
＝ １Ｒｅ

２ｖ＊ｉ
Ｙ＊２

ｉ
（１２）

　　由有限差分格式

ｐ＊ｉ
Ｙ＊

ｉ
＝－３ｐ

＊
ｉ ＋４ｐ＊ｉ＋１－ｐ＊ｉ＋２
２ΔＹ＊

（１３）

２ｖ＊ｉ
Ｙ＊２

ｉ
＝ｖ

＊
ｉ －２ｖ＊ｉ＋１＋ｖ＊ｉ＋２

ΔＹ＊２
（１４）

　　将式（１３）、式（１４）代入式（１２），得

ｐ＊ｉ ＝
４ｐ＊ｉ＋１－ｐ＊ｉ＋２－ ２Ｒｅ

ｖ＊
ｉ －２ｖ＊ｉ＋１＋ｖ＊ｉ＋２

Δｙ＊
３

（１５）

　　对于出口节点

φ＊ｊ
ｘ＊ｊ

＝０，　φ＝ｕ，ｖ，ｐ （１６）

　　根据有限差分法

φ＊ｊ
Ｘ＊

ｊ
＝
－３φ＊ｊ ＋４φ＊ｊ－１－φ＊ｊ－２

２ΔＸ＊
（１７）

φ＊ｊ ＝ （４φ＊ｊ－１－φ＊ｊ－２）／３ （１８）
内部流场求出后，由式（１５）和式（１８）即可求出边
界点压力和速度分布．

图３　固壁节点

Ｆｉｇ．３　Ｐｏｉｎｔｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｗａｌｌ

２．４　附加约束方程

在计算分析基础上，发现在求解模型中加入
两个约束方程可以提高求解精度．
１）加入截面流量相等约束方程

∑
Ｍｊ

ｉ＝１
ｕ＊ｉ，ｊ
Ｈ ＊
ｊ

Ｍｊ
＝Ｈ１×ｕ＊ｉｎｌｅｔ

（ｊ＝１，２，…，Ｌｎ） （１９）

其中ｕ＊ｉｎｌｅｔ为进口流速，Ｍｊ 为求解模型Ｙ 方向的
各列的分段数，Ｈｊ 为各列的高度，Ｌｎ 为Ｘ 方向
的分段数．
２）固壁节点上加入连续性方程

∑
ｎ

ｋ＝１
ｗ１Ｘ（ｉ，ｋ）ｕ（ｉ，ｋ）＋

∑
ｍ

ｌ＝１
ｗ１Ｙ（ｌ，ｊ）ｖ（ｌ．ｊ）＝０ （２０）

３　计算结果及分析

为了验证本文的计算方法，定义本文计算结
果与Ｆｌｕｅｎｔ软件计算结果的相对误差

ε＝ １Ｎｉ∑
Ｎｉ

ｉ＝１

ＸＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ
ｉ －ＸＦｌｕｅｎｔｉ

ＸＦｌｕｅｎｔ
ｉ

×１００％

（２１）
式中ε为平均相对误差；Ｘｉ为求解域各个节点的

ｕ，ｖ，ｐ；Ｎｉ求解域内部节点的个数．

３．１　全局与局部支持域对计算结果的影响分析

以顶盖驱动方腔流为算例，比较了全局和局
部支持域对计算结果的影响．方腔流模型无量纲
长度为１．模型采用３１×３１的均匀节点布置．
图４是不同支持域系数下的平均相对误差，

全局支持域的系数为３０．由图中可以看出，随着
支持域系数值的增大，求解误差先减小后增加直
至发散．其间有一误差最小点．这是因为插值节点
较多时，ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方法出现了高阶插值引起
的数值振荡现象．图５分别是局部和全局支持域
下求出的方腔流模型速度矢量图．比较两图可以
看出，全局支持域求出的流场误差较大，局部支持
域采用适当的插值节点数可以取得较高的计

算精度．

０００２
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图４　不同支持域的平均相对误差（Ｒｅ＝１００）

Ｆｉｇ．４　Ｍｅａｎ　ｅｒｒｏｒ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｕｐｐｏｒｔ

ｄｏｍａｉｎｓ（Ｒｅ＝１００）

图５　不同支持域下的速度矢量图（Ｒｅ＝１００）

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｃｔｏｒ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｕｐｐｏｒｔ

ｄｏｍａｉｎｓ（Ｒｅ＝１００）

３．２　速度／压力支持域对计算结果的影响分析

表１给出本文台阶流求解模型速度、压力采

用不同支持域时的平均相对误差．分析表明，当速
度支持域大于压力支持域时，计算精度较高．因此
建模时，速度支持域应大于压力支持域．

表１　速度压力不同支持域的平均相对误差

Ｔａｂｌｅ　１　Ｍｅａｎ　ｅｒｒｏｒ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖｅｃｔｏｒ　ａｎｄ

ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｄｏｍａｉｎｓ

支持域系数 平均相对误差／％

速度 压力 速度 压力

ａｌ＝５

ａｒ＝５

ａｌ＝８；ａｒ＝８　 １２．５１　 ２１．３３

ａｌ＝６；ａｒ＝６　 ９．４５　 １７．８３

ａｌ＝５；ａｒ＝５　 ７．８１　 １５．６７

ａｌ＝４；ａｒ＝４　 ７．５３　 ９．６５

ａｌ＝２；ａｒ＝２　 ７．４４　 ９．１８

３．３　迎风支持域对计算结果的影响分析

表２给出了不同迎风支持域下的平均相对误
差．由计算结果可见，当上游支持域系数小于７
时，随着上游支持域系数的增大，求解精度增加，
迎风机制改善了求解精度．当上游支持域系数大
于７后，随着上游支持域系数增加，求解精度降
低，这是由于Ｌａｇｒａｎｇｅ高阶插值误差所引起的．

表２　不同迎风支持域的平均相对误差（单位：％）

Ｔａｂｌｅ　２　Ｍｅａｎ　ｅｒｒｏｒ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｕｐｗｉｎｄ　ｓｕｐｐｏｒｔ

ｄｏｍａｉｎｓ（ｕｎｉｔ：％）

Ｒｅ　 １００　 １５０　 ２００　 ２５０　 ３００

无迎风 ａｌ＝４；ａｒ＝４　７．６６　８．５７　８．７９　９．０７　９．３６

迎

风

ａｌ＝５；ａｒ＝４　７．２１　７．９３　８．３１　８．５６　８．８１

ａｌ＝６；ａｒ＝４　７．１０　７．５５　７．９０　８．１７　８．２１

ａｌ＝７；ａｒ＝４　６．８５　７．１６　７．３６　７．５３　７．６６

ａｌ＝８；ａｒ＝４　７．９２　８．３４　８．５８　８．８３　９．１１

ａｌ＝１０；ａｒ＝４　１２．３　１４．６　１４．８　１４．７　１５．５

３．４　边界条件处理方法对计算结果的影响分析

图６是采用传统方法将本质边界条件作为约
束方程后求解得到的壁面速度图．从图中可以看
出壁面的速度值不为零，特别在台阶处．图７是自
然边界条件分别采用两种处理方法后求解得到的

壁面压力图．可以看出，传统自然边界条件处理方
法的求解精度较差．当台阶较高时，误差更明显．

３．５　计算结果

图８是本文方法与Ｆｌｕｅｎｔ软件计算得到的

１００２
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迷宫密封流场壁面压力图，图９为不同Ｒｅ下台阶
流流场速度矢量图．压力的平均相对误差为

９．１８％，速度平均相对误差小于８％．由图中可以
看出，当流体流经台阶间隙时，流速增高，压力降
低．当流体进入空腔时，流场面积突然增大，由流
体的旋转运动而产生旋涡，且随着Ｒｅ的增加，旋
涡的面积逐渐增大．

图６　传统方法求解得到的壁面速度值

Ｆｉｇ．６　Ｖｅｃｔｏｒ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｗａｌｌ　ｓｏｌｖｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ

ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ　ｍｅｔｈｏｄ

图７　两种方法求解得到的壁面压力值

Ｆｉｇ．７　Ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｗａｌｌ　ｓｏｌｖｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｔｗｏ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄｓ

图８　壁面节点压力

Ｆｉｇ．８　Ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｗａｌｌ

图９　速度矢量图
Ｆｉｇ．９　Ｖｅｃｔｏｒ　ｄｉａｇｒａｍ

２００２
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４　结　论

本文建立了基于局部迎风 ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方
法的复杂台阶流流场求解模型．得出如下结论：

１）传统ＤＱ方法采用全局插值思想，当节点
数较多时，Ｌａｇｒａｎｇｅ插值易出现数值振荡和发散
现象．
２）本文本质和自然边界条件处理方法提高
了求解精度．
３）速度和压力支持域相同时，求解误差较
大，建模时速度支持域应该大于压力支持域．
４）在ＤＱ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方法中加入迎风机制，可
以提高求解精度．
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